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Modal Analysis Method of Harmonic Resonance and the Application
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Abstract: Through calculation and analysis， the paper demonstrates that the parallel resonance frequency of
the system is the same as the loop series resonance frequency. It is concluded by comparing several different
modal analysis methods that modal analysis methods based on node admittance matrix or node impedance ma-
trix are suitable for the analysis of parallel resonance， and the results of the two methods are the same. The
modal analysis methods based on loop impedance matrix are suitable for the analysis of loop series resonance.
Because parallel resonance frequency of the system is the same as loop series resonance frequency of the sys-
tem， the results of harmonic resonance are the same as the analysis of parallel resonance. The modal analysis
method using loop impedance matrix only can not conclude branch series resonance frequency. In combination
with modal analysis method and virtual branch based on node admittance matrix， all harmonic resonance fre-
quencies including branch series resonance frequency can be concluded. The paper demonstrates that the
virtue branch method can be applicable to tributary series resonance analysis.
Key words: harmonic resonance； modal analysis； parallel resonance； loop series resonance； branch series
resonance

1 概述

电力系统中大量使用的电力电子设备， 如交
直流整流器、 电气化机车、 电弧炉等， 在运行时
会产生高次谐波。 这些设备在电力系统中的应用
不断增加， 已成为系统中客观存在的高次谐波
源。 构成电力系统的发电机、 变压器、 输电线路、
电抗器和电容器等均为感性元件或容性元件， 其

参数及连接方式决定了系统的固有谐振频率。 由
于系统固有谐振频率不同， 对各次谐波的反应或
敏感程度也不相同， 表现为谐波电压/电流的放
大或衰减， 特别当系统中的某次谐波与系统的固
有谐振频率相同或接近时， 会导致该次谐波严重
放大， 即发生谐波谐振， 可能危及系统运行安
全。 由此可见， 电力系统谐波谐振是由谐波源的
激励与系统的内在特性共同造成的。 因此， 治理
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电力系统的谐波问题， 不仅要消除或减少系统中
的谐波源及其影响， 还应防止系统固有频率与可
能的谐波源频率接近甚至重合的情况。 由于发现
系统中的谐波源然后进行治理具有滞后性， 因而
通过事前了解系统的谐波谐振频率并采取预防措

施应该是治理电力系统谐波问题更合理可行的途

径。 因此， 研究电力系统的谐波谐振频率具有理
论和实际意义。
计算系统谐波谐振频率的方法主要有解析

法、 频谱分析法、 模态分析法[ 1-2 ]等， 前两种方法
存在计算复杂、 耗时长的问题， 模态分析法由于
其高效方便的特点受到重视[ 3-5 ]， 通过灵敏度矩阵
和参与因子 [ 6-8 ]等可为治理方案提供更多的信

息 [ 9-10 ]。 但单一使用模态分析法有其局限性， 仅适
用于部分谐波谐振模式， 不能得到全部谐波谐振
频率。 在有些文献中， 将谐波的谐振模式划分为
并联谐振和串联谐振， 并认为必须分析回路阻抗
矩阵才能准确获得串联谐振频率及相关支路的信

息， 但本文论证实际情况并非如此。 文献[3]提出
1个改进的模态分析法， 该方法结合使用基于回
路阻抗矩阵的模态分析法和虚拟支路法， 可求得
包括串联谐振频率在内的全部谐波谐振频率， 并
指出求解串联谐振问题必须使用回路阻抗矩阵的

结论。 文献[4]算例中求得的 3个串联谐振频率实
际上是与并联谐振频率完全相同的回路串联谐振

频率。 实际上， 基于回路阻抗矩阵的模态分析法
获得的是回路串联谐振频率， 与基于导纳矩阵的
模态分析得到的并联谐振频率完全相同， 因而使
用基于节点导纳矩阵的模态分析法和虚拟支路法

也可求得系统全部谐波谐振频率， 且计算比基于
回路阻抗矩阵的方法更简化， 适合实际应用。 此
外， 为准确理解和运用， 对于虚拟支路法需要更
合理的解释。

2 谐波谐振的模态分析法

系统节点电压电流方程为：
YV= I， （1）

式中： Y 为 n×n 节点导纳矩阵； n 为系统节点数；
V=（V1， …， Vn）T和 I=（I1， …， In）T分别为节点电
压和节点注入电流向量。
导纳矩阵可分解为：

Y=L∧T， （2）

式中： L和 T分别为左、 右特征向量矩阵， 且 T=
L-1； ∧为对角特征值矩阵， 如果导纳矩阵 Y 的 n
个特征值各不相同， 可得：
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由式（1）和式（2）可得：
V=Y-1I=T-1∧-1L-1I=L∧-1TI， （4）

或表示为：
U=∧-1J， （5）

式中： U=TV 定义为模态电压向量， U= （U1， …，
Un）T； J=TI定义为模态电流向量， J=（J1， …， Jn）T；
∧-1可称为模态阻抗矩阵。
当电网发生节点并联谐波谐振时， 某些节点

的注入电流将产生很高的节点电压。 由式（3）和
式（5）可知， 如果 λi等于 0 或很小， 则很小的模
态电流 Ji可能导致很大的模态电压 Ui。 因此， 可
由 λi等于或接近零判断并联谐振状态。 实际应用
时， 可通过扫描发现特征值的符号改变来判断谐
振点所在区间。 为减少计算量， 可先选择较大的
扫描步长， 然后不断在缩小的区间内使用较小的
扫描步长， 以获得足够的精度。 由于导纳矩阵与
阻抗矩阵的互逆关系， 其特征值互为倒数， 因此
基于阻抗矩阵的模态分析法只能得到相同的结

果， 差别在于是以 1/λi等于或接近零判断谐波的

并联谐振状态。
对于如图 1 所示的 3 节点系统 [ 3 ]， 运用基于

节点导纳矩阵的模态分析方法可求得 3个并联谐
振频率（或回路串联谐振频率）。 在一些文献中，
认为其余的谐波谐振为串联谐振， 需通过基于回
路阻抗矩阵的模态分析法求得谐振频率。 但实际
上， 基于回路阻抗矩阵的模态分析法仅能获得回
路串联谐振频率， 与基于导纳矩阵的模态分析法
得到的并联谐振频率完全相同， 单一使用基于回
路阻抗矩阵的模态分析法并不能求得支路串联谐

振频率。 为求取其余的串联谐波谐振频率， 文献
[3]提出的虚拟支路法是行之有效的， 本文对此给
出如下解释。
为便于说明， 先忽略各支路阻抗的电阻分

量。 将节点 i 的连接支路等值为接地支路 xA， 当
节点 i 的连接支路发生并联谐振， 则 xA→∞； 当
节点 i 的连接支路发生串联谐振， 则 xA=0。 为模
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拟支路串联谐振条件 xA=0， 可以通过与 xA并联

一短接支路。 在节点 i上并联支路阻抗 xi， 可得：

xA= xAxi

xA+xi
. （6）

当节点 i 发生并联谐振， 须满足 xA+xi=0， 即
为 xi与 xA构成回路串联谐振， 可见 xi与 xA发生

并联谐振即等同于 xi与 xA 构成回路串联谐振，
这也印证了并联谐振与回路串联谐振的一致性。
运用模态分析法可求得此接线下的并联谐振频率

（回路串联谐振频率）， 在谐振状态下须满足 xA+xi

=0， 即：
xA=-xi . （7）

如果并联支路电抗 xi足够小， 式（7）近似等
于支路串联谐振条件 xA=0。 由此可知， 通过与 xA

并联短接支路可以实现支路串联谐振频率计算，
此短接支路即为文献[3]提出的虚拟支路。
如果计及支路阻抗的电阻分量， 支路串联谐

振条件可表示为 Im（zA）=0（Im（zA）表示阻抗 zA的
虚部）， 由于系统中各支路阻抗的电阻分量一般
小于电抗分量， 故可近似以 zA=0 作为支路串联
谐振条件。 类似地， 通过支路 zi与 zA并联， zi阻
抗足够小， 运用模态分析法求得此接线下的并联
谐振频率（回路串联谐振频率）， 即近似等于支路
zA的串联谐振频率。
综上所述， 运用基于节点导纳矩阵的模态分

析法和虚拟支路法， 通过频率扫描可求得系统全
部谐波谐振频率， 且无须使用基于回路阻抗矩阵
的分析方法， 计算得以简化， 更适合实际应用。
由于导纳矩阵 Y的元素为复数， 谐波谐振的模态
分析涉及求取复系数矩阵的特征值和特征向量，
可利用标准计算机程序求得。

3 与谐波谐振的解析法结果比较

以图 1所示的 3 节点系统为例。 图中， 各阻

抗值均为对应于基波的阻抗值， zs1=0.02+j0.3Ω，
z12 =0.08 +j0.3Ω， z23 =j0.25Ω， b10 =j0.015Ω -1， b20 =
j0.015Ω-1， b30=j0.07Ω-1。 可列出系统的谐振方程并
求得谐振频率， 为便于计算， 在谐振方程中忽略
了各支路阻抗的电阻分量。
并联谐振方程如下：
1/{（x10 /h）//xs1 h//{x12 h+（x20 /h）//[x23 h+（x30 /h）]}}

=0， 可求得谐振频率 h 为 3.837 4， 16.507 0 和
26.519 2；

1/{（x20 /h）//[x12 h+（x10 /h）//xs1 h]//[x23 h+（x30 /h）]}
=0， 可求得谐振频率 h 为 3.837 4， 16.507 0 和
26.519 2；

1/{（x30 /h）//[x23h+（x20 /h）//（x12h+（x10 /h）//xs1h）]}
=0， 可求得谐振频率 h 为 3.837 4， 16.507 0 和
26.519 2。
回路串联谐振方程如下：
（x10 /h）+xs1h//{x12h+（x20 /h）//[x23h+（x30 /h）]}=0，

可求得谐振频率 h为 3.837 4， 16.507 0和 26.519 2；
xs1h+（x10 /h）//{x12h+（x20 /h）//[x23h+（x30 /h）]}=0，

可求得谐振频率 h为 3.837 4， 16.507 0和 26.519 2；
（x10 /h）//xs1h+x12h+（x20 /h）//[x23h+（x30 /h）]=0， 可

求得谐振频率 h为 3.837 4， 16.507 0和 26.519 2；
（x20 /h）+[x12h+（x10 /h）//xs1h]//[x23h+（x30 /h）]=0，

可求得谐振频率 h为 3.837 4， 16.507 0和 26.519 2；
（x30 /h）+x23h+（x20 /h）//[x12h+（x10 /h）//xs1h]=0，

可求得谐振频率 h为 3.837 4， 16.507 0和 26.519 2。
支路串联谐振方程如下：
x12 h+（x20 / h）//[x23 h+（x30 /h）]=0， 可求得谐振

频率 h为 4.933 6和 22.840 6；
x12 h+（x10 / h）//xs1 h， 可求得谐振频率 h 为

21.081 9；
x23h+（x30/h）=0， 可求得谐振频率 h为 7.559 3；
x23h+（x20 /h）//[x12h+（x10 /h）//xs1h]=0， 可求得谐

振频率 h为 15.599 2和 26.267 8。
在上述公式中， 符号“//”表示支路并联运算；

xs1， x12， x23分别表示 zs1， z12， z23的电抗分量， x10=
-1/b10， x20=-1/b20， x30=-1/b30； h表示谐振频率， 单
位为标幺值（p.u.）。根据计算结果， 并联谐振频率
与回路串联谐振频率完全相同， 原因很简单， 因
为两端相连的并联阻抗 x1与 x2也可以看作是头

尾相连构成的串联回路。 因此， 将谐振模式简单
地定义为并联谐振和串联谐振并不严谨， 应该区

′

图 1 3节点系统接线

AC b10 b20 b30

zs1 zs2 zs3① ② ③
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分回路串联谐振和支路串联谐振。
运用基于导纳矩阵的模态分析法对上述系

统进行计算（为与解析结果比较， 忽略了各支路阻
抗的电阻分量）， 可得到 3 个谐振频率， 分别为
3.837 4， 16.507 0 和 26.519 2， 与解析结果完全
一致， 可见基于导纳矩阵的模态分析法适用于并
联谐振（或回路串联谐振）分析。

4 算例

对于图 1 所示的 3 节点系统， 运用解析法、
频谱分析法和基于节点导纳矩阵的模态分析法，
谐波谐振评估计算结果示于表 1， 其中支路串联
谐振 1-3 分别为与节点 1-3 接入虚拟接地支路
后构成回路对应的支路。 由于解析法、 频谱分析
法为精确方法， 其结果可作为标准答案。 由表 1
可见， 如忽略支路阻抗的电阻分量， 模态分析法
结果与解析法、 频谱分析法完全一致； 如计入支
路阻抗的电阻分量， 模态分析法的误差也很小，
能满足实际应用要求。 系统模态阻抗示于图 2，
各曲线编号按其峰值出现顺序， 其中曲线 1， 5，
9 为系统模态阻抗曲线， 其峰值对应于系统并联
谐振； 曲线 2， 7 为节点 1 虚拟接地时的模态阻
抗曲线， 模拟节点 1上接入谐波电压源时的系统
模态阻抗曲线， 其峰值对应于相关支路（与虚拟接
地支路构成回路）的串联谐振； 曲线 3， 6为节点 2
虚拟接地时的模态阻抗曲线， 模拟节点 2上接入
谐波电压源时的系统模态阻抗曲线； 曲线 4， 8
为节点 3虚拟接地时的模态阻抗曲线， 模拟节点
3上接入谐波电压源时的系统模态阻抗曲线。

5 结论

基于节点导纳矩阵或基于节点阻抗矩阵的模

态分析法适用于系统并联谐振分析。 实际应用
时， 可通过扫描发现特征值的符号改变来判断谐
振点所在区间。 由于导纳矩阵与阻抗矩阵的互逆
关系， 其特征值互为倒数， 因此两种方法的结果
相同。
系统谐波谐振可分为并联谐振和串联谐振，

串联谐振又可分为回路串联谐振与支路串联谐

振。 基于回路阻抗矩阵的模态分析法适用于回路
串联谐振分析， 由于系统回路串联谐振频率与并
联谐振频率完全相同， 因而与系统并联谐振分析
结果相同， 单一使用基于回路阻抗矩阵的模态分
析法并不能求得支路串联谐振频率。
结合运用基于节点导纳矩阵的模态分析法和

虚拟支路法， 可以求得包括支路串联谐振频率在
内的系统全部谐波谐振频率， 且计算比基于回路
阻抗矩阵的方法更简化和规范， 适合实际应用。
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表 1 系统谐振频率及分类

谐振类型
不计支路阻抗电阻分量 计入支路阻抗电阻分量

解析法（频谱法） 模态法 频谱法 模态法

节点并联谐
振（回路串
联谐振）

3.837 4
16.507 0
26.519 2

3.837 4
16.507 0
26.519 2

3.834 8
16.506 7
26.517 4

3.835 3
16.507 0
26.518 3

支路串联
谐振 1

4.933 6
22.840 6

4.933 6
22.840 6

4.933 6
22.840 6

4.930 5
22.839 9

支路串联
谐振 2

7.559 3
21.081 9

7.559 3
21.081 9

7.559 3
21.081 7

7.559 3
21.080 9

支路串联
谐振 3

15.599 2
26.267 8

15.599 2
26.267 8

15.599 2
26.263 0

15.599 2
26.266 9

图 2 系统模态阻抗曲线
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C.Selective model analysis with application to electric
power systems（part I）:heuristic introduction[ J ].IEEE Trans
on Power Apparatus and Systems，1982，101（9）:3117-
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周双喜，朱凌志，郭锡玖，等.电力系统电压稳定性及其
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中滤波器配置[ J ].现代电力，2008，25（2）:42-46.
王艳松，刘军，李中树 .配电网无源滤波器的优化配置
[ J ].高电压技术，2010，36

用系统账号系统账号， 在上传数据中如果有多个人员信
息， 系统仅对第一个人进行权限验证， 其他如测
试人、 复核人等不进行权限验证， 但要验证上传
的账号是否在系统中存在。
电测仪表检定接口支持出库时不扫描的情

况。 此时检定接口上传的数据应保证有申请编
号， 使系统能够将相应表计对应到工作单中， 否
则系统将返回找不到检定任务的错误信息。
所有的数值可不带单位， 比如温度数据， 300

即可， 而不必采用 300℃。
当网络不通时， 如校验台在未下载基础信息

的情况下完成表计检定， 当网络重新连通后， 校
验台可通过条形码等编号调用接口， 补全相应信
息， 再按照标准格式返回系统。

3 需要解决的问题

在系统实际应用中， 大部分设备都已实现了
与系统的完美对接， 其准确性和可靠性也得到了
验证。 但部分仪表检定尚未实现微机化， 受现有
标准器具和计量器具的限制， 各部门和单位正在
积极开发对应的自动检定设备和软件， 以减少人
工干预的影响。 例如， 2012年绍兴供电公司针对
指针式万用表， 已研制出通过图像识别实现全自
动检定的功能； 2013年， 绍兴供电公司针对直流
单臂电桥， 开始研制通过数字微伏计替代传统检
流计， 实现智能检定等等。 以上都是本系统未来
需进一步发展的目标和方向。

4 结语

计量技术监督和设备管理系统根据国家电网

公司三集五大的管理要求， 紧密结合计量技术监
督与设备管理的现状， 针对目前测量设备管理职

责不够清晰、 部分测量设备游离于体系之外等问
题， 提出了可行的解决途径， 为计量管理标准化
建设提供依据， 并提升测量设备的管理水平， 使
所有测量设备纳入管理系统， 实现了档案信息的
完整、 规范， 实现了量值的准确、 可靠传递， 确
保设备档案的准确性和设备的健康状况。 由于检
定数据通过接口自动上传， 避免了人工干预， 确
保了数据的真实性、 安全性和完整性， 可提高工
作效率 30%以上。 系统还便于各级技术监督人员
实时统计、 分析本单位测量设备的使用和运行情
况， 发现问题可以及时进行监督、 指导， 也便于
决策层及各级领导全面了解和掌握仪器、 设备状
况， 有助于提高设备的使用率、 完好率。
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